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Abstract 

Integral equations are considered among the most important mathematical tools in modeling 

physical and engineering phenomena, especially Fredholm integral equations of the second 

kind, which arise in problems such as heat diffusion and quantum mechanics. This research 

aims to study the concept of integral equations and classify them according to the type of 

kernel, as well as to review various analytical methods for solving Fredholm integral equations 

of the second kind. In addition, numerical applications using MATLAB are presented to verify 

the validity of the solutions. 

Four main analytical methods are employed: the Adomian Decomposition Method, the 

Modified Method, the Direct Computation Method for separable kernels, and the Successive 

Approximations Method. These methods are applied to selected problems, and MATLAB 

codes are developed for each method to compare analytical and numerical solutions. 

The results show complete agreement between the analytical solutions and the numerical 

results obtained using MATLAB for all selected examples. The analytical methods also 

confirm the existence and uniqueness of the solution under appropriate conditions. 

Furthermore, the numerical applications demonstrate the convergence speed of iterative 

methods and the accuracy of the obtained solutions. 

This study confirms that combining analytical methods with numerical applications using 

MATLAB provides a deeper understanding of integral equations and facilitates the verification 

of solution accuracy, thereby supporting their use in various scientific and engineering 

applications. 
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 الملخص

تعُد المعادلات التكاملية من أهم الأدوات الرياضية في نمذجة الظواهر الفيزيائية والهندسية، خاصة معادلات  

فريدهولم من النوع الثاني التي تظهر في مسائل الانتشار الحراري والميكانيكا الكمية. يهدف هذا البحث 

واستعراض الطرق التحليلية المختلفة لحل    إلى دراسة مفهوم المعادلة التكاملية وتصنيفها حسب نوع النواة،

للتحقق من صحة   برنامج ماتلاب  باستخدام  تطبيقات عددية  تقديم  الثاني، مع  النوع  معادلة فريدهولم من 

المعدلة، طريقة   الطريقة  التحليل لأدوميان،  تحليلية رئيسية وهي طريقة  تم استخدام أربع طرق  الحلول. 

للفصل وطريقة التقريبات المتتالية. تم تطبيق هذه الطرق على مسائل مختارة  الحساب المباشر للنواة القابلة  

وتم إنشاء أكواد ماتلاب لكل طريقة للمقارنة بين الحلول التحليلية والعددية. أظهرت النتائج تطابقاً تاماً بين  

لطرق التحليلية وجود  الحلول التحليلية والنتائج العددية من ماتلاب في جميع الأمثلة المختارة. كما أثبتت ا 

الطرق  تقارب  سرعة  توضيح  في  العددية  التطبيقات  ساهمت  المناسبة.  الشروط  تحت  الحل  ووحدانية 

العددية  والتطبيقات  التحليلية  الطرق  بين  الجمع  أن  الدراسة  هذه  تؤكد  المحصلة.  الحلول  ودقة  التكرارية 

هل التحقق من صحة الحلول، مما يدعم استخدام  باستخدام ماتلاب يوفر فهماً أعمق للمعادلات التكاملية ويس

 .هذه المعادلات في التطبيقات العلمية والهندسية المختلفة
 

المعادلات التكاملية، معادلة فريدهولم، النواة القابلة للفصل، طريقة أدوميان، ماتلاب،    الكلمات المفتاحية:

 . التقريبات المتتالية

 مقدمة  

يعُد موضوع المعادلات التكاملية من أبرز الأدوات الرياضية وأكثرها أهمية في مجالي الرياضيات البحتة  

والتطبيقية. فهذه المعادلات تحتل مكانة محورية في تشكيل ونمذجة العديد من المشكلات العلمية والهندسية  

[. في الواقع، يتم نمذجة العديد من المسائل الفيزيائية في شكل معادلات فريدهولم التكاملية،  1والميكانيكية ] 

 [ ديريشليه  ومسائل  الجهد  نظرية  مسائل  والكهروستاتيك 2مثل  المتعلقة  3]   ية[،  الرياضية  والمسائل   ،]

[، ومسائل انتقال  5[، ومسائل نقل الجسيمات في الفيزياء الفلكية ونظرية المفاعلات ]4بالتوازن الإشعاعي ] 

كذلك، يمكن تحويل العديد من مسائل القيم الابتدائية والمسائل   [.7،  6] الحرارة الإشعاعية التي نوقشت في

الحدودية المرتبطة بالمعادلات التفاضلية العادية والجزئية إلى معادلات تكاملية، مما يتيح حلها بطرق أكثر  

ة فعالية. ولا يقتصر دور المعادلات التكاملية على التطبيقات فحسب، بل تشكل أيضاً إحدى الركائز الأساسي 

. [8]ة  في العديد من فروع التحليل الرياضي البحت، كالنظرية الحديثة للتحليل الدالي والعمليات العشوائي

وتحتفظ نظرية فريدهولم بمكانتها كإطار رياضي راسخ لهذا النوع من المعادلات، حيث تشكل هذه النظرية 

الحلول التحليلية، تم    إطار وفي  .  [9]  في تحليل تقارب واستقرار الطرق العددية المرتبطة بها  ساسحجر الا

ة  تطوير العديد من الأساليب الفعالة لمعالجة معادلات فريدهولم التكاملية، من أبرزها: طرق النواة المتفرد 

(degenerate kernel) وأسلوب تحويل المعادلة التكاملية إلى معادلة تفاضلية عادية، وطريقة أدوميان ،

المتتالية،  (Adomian decomposition)ل  للتحلي التقريبات  وطريقة  المعدلة،  التحليلية  والطريقة   ،

أما فيما يتعلق بالحلول العددية لمعادلات فريدهولم التكاملية،    [.11،  10]ي  وغيرها من الطرق الواردة ف

وطرق نسترم   فيمكن تصنيفها ضمن ثلاث فئات رئيسية: طرق تقريب النواة المتفردة، والطرق الإسقاطية 

[. ولكل من هذه الطرق صيغ تكرارية. ورغم وجود طرق عددية أخرى، تظل هذه الأساليب  14،  13،  12]
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على الرغم من وفرة هذه الطرق التحليلية والعددية،  .الرئيسية الأكثر شيوعاً وانتشاراً في التطبيقات العامة

إلا أن مشكلة البحث تنبع من الصعوبة المستمرة في إيجاد الحلول المضبوطة لمعادلات فريدهولم التكاملية  

من النوع الثاني، لا سيما عندما تتسم النواة بالتعقيد أو عندما تعجز الطرق التحليلية التقليدية عن تقديم حلول  

 .. وتتفاقم هذه المشكلة مع غياب وسائل حسابية دقيقة للتحقق من صحة الحلول التحليلية عند وجودهادقيقة

لذلك، يهدف هذا البحث إلى تقديم دراسة تحليلية شاملة لمفهوم المعادلات التكاملية وتصنيفاتها المختلفة، مع  

التركيز على استعراض وتطبيق أبرز الطرق التحليلية المستخدمة في حل معادلة فريدهولم من النوع الثاني. 

لتطبيق هذه الطرق على مسائل مختارة،   MATLABولتحقيق ذلك، سيتم إنشاء أكواد برمجية باستخدام  

الحلول  ودقة  التكرارية  الطرق  تقارب  سرعة  وتحليل  العددية  بالنتائج  التحليلية  النتائج  مقارنة  بهدف 

النظري   الجانب  بين  تجمع  متكاملة  مقاربة  تقدم  كونها  من  أهميتها  الدراسة  هذه  وتكتسب  المحصلة. 

لة تساعد الباحثين والطلاب على تعميق فهمهم لهذه المعادلات  والتطبيقي، مما يسهم في تقديم مقارنة شام

 . واختيار الأنسب منها وفقاً لطبيعة المسألة قيد الدراسة

. 

 المواد والطرق  .2

 مفهوم المعادلة التكاملية وتصنيفها  1.2

 تعريف المعادلة التكاملية  •

 أحد   فيخارج علامة التكامل    تب كتتحت علامة التكامل وفد    ةالمجهول  فيها الدالةكون  تهي المعادلة التي  

                 ذلك.المعادلة مثال على  طرفي

 𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) +  ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑦)
ℎ(𝑥)

𝑔(𝑥)

𝑢(𝑦)𝑑𝑦      

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑦)
ℎ(𝑥)

𝑔(𝑥)
𝑢(𝑦)𝑑𝑦   

𝑢(𝑥) = ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑦)
ℎ(𝑥)

𝑔(𝑥)

[𝑢(𝑦)] 2𝑑𝑦 

,h(x) معلومة،هي الدالة المجهولة بينما الدوال الأخرى   𝑢(𝑥)الدالة    حيث   تكاملية،تسمى معادلات   g(x)   

,𝑘(𝑥،ت بارامتر ثاب  ʎ التكامل،حدود  𝑦) في متغيرين  تسمى النواة 𝑥, 𝑦[11].  

 

  : تصنيف المعادلات التكاملية •

   لنواةأولا: حسب نوع ا

نواة  معا .1 ذات  تكاملية  ,𝑘(𝑥دلة  𝑦)   الفترة الشرط   [a, b]متصلة في  ≥ولها  𝑀 | 𝑘(𝑥, 𝑦)|  حيث

M  .ثابت 

 معادلة تكاملية ذات نواة الشادة ولها الشرط   .2

(  ∬| 𝑘(𝑥, 𝑦)|2𝑑𝑥𝑑𝑦

𝑎

𝑏

)

1

2

= 𝐶 
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 فريدهولم.وبالتالي فأن المعادلة التكاملية تمسى معادلة من نوع  منتهية،قيمة محدودة  Cحيث 

 النواة القابلة للفصل  .3

,𝑘(𝑥)تسمى النواة    𝑦)  ًنتهية بحيث  مكمجموع عدد من الحدود ال   التعبير عنها  أمكنا  نواة قابلة للفصل أذ

       فقط على النحو الاتى  𝑦فقط ودالة في  𝑥بارة عن حاصل ضرب داله في  عكل حد 

𝑘(𝑥, 𝑦) =  ∑ 𝑎 𝑖     
(𝑥)𝑏𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑦) 

 النواة المتماثلة  .4

,𝑘(𝑥الدالة المركبة القيمة  𝑦)   تسمى مثماتلة أذا كان𝑘(𝑥, 𝑦) = 𝑘(𝑥, 𝑦)∗  تعبر عن تبديل  (∗حيث ان )

حقيقية    ااذً و  الدالة،متغيرات   النواة  ,𝑘(𝑥  نإ فكانت  𝑦) = 𝑘(𝑥, 𝑦)   كانت    إذااما𝑘(𝑥, 𝑦) =

−𝑘(𝑥, 𝑦)  هذه النواة تسمى(Skew – symmetric) . 

 

 معادلات فريدهولم التكاملية من النوع الثاني 2.2

 : تعرف معادله فريدهولم بالصورة الاتية 

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + 𝜆 ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)𝑢(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

… … … … … … … … … … 1 

دود التكامل مثبتين  ح  ، حيث يكون فيهافريدهولم إيقار ايرك  السويدي الرياضيسميت بهذا الاسم نسبة الى 

,𝑘(𝑥  دالة متصله معلومة و 𝑓(𝑥)المطلوب ايجادها و   الدالة المجهولة 𝑢(𝑥) والدالةثابتة  بقيم   𝑡)   تسمى

   [.11] ثابت   برامترʎ متغيرين و يدالة معلومة ف وهيالتكاملية  بالنواة للمعادلة

   :الى الاتى  التكامليةوتصنف معادلة فريدهولم  

التكامل وتكون على   علامة  المجهولة تحت فيه الدالة    الأول تظهرمن النوع    التكامليةفريدهولم    معادله .1

 الصورة: 

𝑓(𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 

  التكامل كما تظهر فيه الدالة المجهولة تحت وخارج علامة    الثانيمن النوع    التكامليةمعادله فريدهولم   .2

 . (1المعادلة ) يهو ف

 

 الطرق التحليلية لحل معادلة فريدهولم التكاملية  3.2

ومنها طريقة التحليل    الثانيةمعادلة فريدهولم التكاملية من الرتبة    التحليلية العامة لحلبعض الطرق  نذكر  

   . ريقة النواة الحالةوط  ، طريقة التحليل المعدلة، طريقة الحساب المباشر، طريقة التقريبات المتتالية لأدوميان

i.  دوميانلأطريقة التحليل (Adomian Decomposition Method ) 

حل    وهي فرض  على  وتعتمد  التكاملية  المعادلات  حل  في  المهمة  التقريبية  الطرق  للمعادلة   تقريبيمن 

   :تية ( على صورة المتسلسلة الأ1التكاملية ) 
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𝑢(𝑥) =  ∑ 𝑢𝑛 

∞

𝑛=0

(𝑥) … … … … … . . .2 

                                 ( نحصل على1)المعادلة بالتعويض في 

 ∑ 𝑢𝑛 

∞

𝑛=0

(𝑥) = 𝑓(𝑥)  + ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)(
𝑏

𝑎

 ∑ 𝑢𝑛 

∞

𝑛=0

(𝑥)) 

𝑢0(𝑥) + 𝑢1(𝑥) + 𝑢2(𝑥)+. .

=  𝑓(𝑥) + ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢0(𝑥)𝑑𝑡 +  ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢1(𝑥)𝑑𝑡 + ⋯ 

 لك بوضع  ذ ا الحل وذ يمكن تحديد حدود ه

𝑢0(𝑥) =  𝑓(𝑥) … … … … … … … … … … … … … . . … . . 3 

        

𝑢1(𝑥) = ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢0(𝑥)𝑑𝑡 … … … … … … … … … 4 

   

𝑢2(𝑥) = ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢1(𝑥)𝑑𝑡 … … … … … … … … … .5 

                        :متسلسلة الحل على الصيغة التكرارية الأتية  وبالتالي يمكن صياغة حدود 

𝑢0(𝑥) =  𝑓(𝑥) 

𝑢𝑛(𝑥) = ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)(
𝑏

𝑎

 𝑢𝑛−1(𝑥)𝑑𝑡 ,            𝑛 = 1.2.3 …. 

  ختصار ا  لا يمكنلات التي  الى الحل المضبوط في الحإ  اختصارها  ما يتمعادة    2  المعادلة   يمتسلسلة الحل ف

ً تقريببعدد محدود من حدودها والتي تعطى   الاكتفاءنه يتم إمتسلسلة الحل ف   .جيداً للحل ا

   

ii.  طريقة التحليل المعدلة(Modified Decomposition Method) 

دالتين او اكتر    تركيب من  تتكون    (1في معادلة فريدهولم )  𝑓(𝑥) دالةعندما تكون الهذه الطريقة  تسُتخدم 

العملية الحسابية    المعدلة تسهلطريقة التحليل    .غيرها  وأدوال زائديه    وأو دوال مثلثيه  أمن كثيرات حدود  

.وتزيد من سرعة تقارب الحل والاختيار المناسب للدالتين  𝑓1 (𝑥), 𝑓2 (𝑥)    يمكنا من الحصول على الحل

تتكون من حد واحد لايمكن استخدام طريقة التفكيك  𝑓(𝑥)كانت    إذابعدد قليل من التكرارات    𝑢(𝑥)الدقيق 

 بدالتين   𝑓(𝑥)حيث يتم التعبير عن الدالة   المعدلة.

𝑓(𝑥) =  𝑓1 (𝑥) + 𝑓2 (𝑥)  

تمثل   او     𝑓1 (𝑥)حيث  التحليل   𝑓2(𝑥)الأكثر وتمثل   حدين علىحد  نعيد تطبيق طريقة  ثم  الحدود  باقى 

 الصورة   لى( ع1)المعادلة بإعادة كتابة ، يليالقياسية كما 
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𝑢(𝑥) =       𝑓1 (𝑥) + 𝑓2 (𝑥)  + ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 

ان     وبفرض 

𝑢(𝑥) =  ∑ 𝑢𝑛 

∞

𝑛=0

(𝑥)         

 فيكون                                                                                             

 𝑢0(𝑥) + 𝑢1   (𝑥) + 𝑢2(x) + ⋯ =  𝑓1 (𝑥) + 𝑓2 (𝑥)   + ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎
𝑢0(𝑥) 𝑑𝑡 +

ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎
𝑢1(𝑥) 𝑑𝑡 + ⋯          

باختيار       الان 

𝑢0(𝑥) =  𝑓1(𝑥) 

  

     𝑢1(𝑥) = 𝑓2 (𝑥) + ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢0(𝑥)𝑑𝑡 

      

𝑢2(𝑥) = ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢1(𝑥)𝑑𝑡 

   

𝑢3(𝑥) = ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢2(𝑥)𝑑𝑡 

   :تكون خوارزمية الحل على الصورة  وبالتالي

          𝑢0(𝑥) = 𝑓1 (𝑥) … … … … … … … … … … … . . … . . 6   

       

     𝑢1(𝑥) = 𝑓2 (𝑥) + ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢0(𝑡)𝑑𝑡 … … … . .7  

   

𝑢𝑛+1(𝑥) = ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡, 𝑛 = 1.2.3 … . 8 

 

            

iii. ل طريقة الحساب المباشر للنواة القابلة للفص(Direct Method for Separable Kernels)     

القابلة للفصلالأنو  للمعادلات ذات   الطريقة   هذهتستخدم   التعبير    ،ية  القابلة للفصل هي التي يمكن  والنواة 

فقط ودالة في   𝑥فيعنها كمجموع عدد من الحدود المنتهية بحيث ان كل حد عبارة عن حاصل ضرب دالة  

t التاليالنحو  على : 
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𝑘(𝑥, 𝑦) =  ∑ 𝑔 𝑖     
(𝑥)ℎ𝑖

𝑛

𝑖=1

(𝑡)   … … … … … … … .  9 

  النوع الثاني  نم  التكامليةفي معادلة فريدهولم  9بتطبيق  

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + λ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 

      ينتج  

𝑢(𝑥) = 𝑓(𝑥) + ʎ𝑔1(𝑥) ∫ ℎ1

𝑏

𝑎

(𝑡)𝑢(𝑡) +  ʎ𝑔2(𝑥) ∫ ℎ2

𝑏

𝑎

(𝑡)𝑢(𝑡) + ⋯

+ ʎ𝑔𝑛(𝑥) ∫ ℎ𝑛

𝑏

𝑎

(𝑡)𝑢(𝑡)  … .   10  

، فإن  𝑡مع حدود تكامل ثابتة بالنسبة لـ 𝑡 نظرًا لأن كل تكامل في الطرف الأيمن يعتمد فقط على المتغيرّ   

 ةهذا يعني أن كل تكامل يمثل مقدارًا ثابتاً. وبناءً على ذلك، تصبح المعادل

   u(x) = f(x) + λ𝛼1g1(x) + λα2𝑔2(x) +··· +λ𝛼𝑛𝑔𝑛(x) … … …    11 

              

     ∝𝑖    =  ∫ ℎ𝑖(𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 … … … … … … … … … … … … 12                i ≤ 𝑛 

≤  حيث         0  

ادلات جبرية يمكن حلهّا لإيجاد  مع  𝑛مكوّن من    يعطى نظام (  12( في المعادلة )11ويض المعادلة ) بتع 

الثابتة   حيث 𝛼𝑖القيم   ،. 1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  لـ المحسوبة  العددية  القيم  )𝛼𝑖 وباستخدام  المعادلة  مكن ي(،  11في 

          .لمعادلة فريدهولم التكاملية𝑢(𝑥) الحصول بسهولة على الحل  

                                                      

iv.    طريقة التقريبات المتتالية 

تقوم الطريقة بحل أي مسألة من    ة.التكاملي  والمعادلات لحل مشاكل القيمة الابتدائية    الطريقة تستخدمهذه  

تق إيجاد  أولي يسُمى ي لات متتاريب خلال  بتخمين  بالبدء  للحل  التقدير  𝑢0(𝑥)ة  التقدير  الصفري،  ، ويسمى 

الأخرى.  ريبات  الصفري يمكن أن يكون أي دالة حقيقية مختارة، والتي تسُتخدم في علاقة تكرارية لتحديد التق

وتتلخص   . [3] اأيضً يمكن اختيار قيم حقيقية أخرى    .𝑥أو  1أو  0أكثر القيم شيوعًا للتقدير الصفري هي  

  التكاملية للحصول م التعويض بهذا الحل في المعادلة  ث    𝑢0(𝑥)   ابتدائي  تقريبيحل    هذه الطريقة في فرض

  التكاملية، وهكذا.ثم التعويض بهذا الأخير من جديد في المعادلة  x) )𝑢1على التقريب الأول للحل 

𝒖𝒏+𝟏(𝒙) = f(x) + λ ∫ 𝐾(𝑥, 𝑡)𝑢𝑛(𝑡)𝑑𝑡,         𝑛 ≥ 0.
𝑏

𝑎

… … … … … .13 

     

على   المضبوط ونتحصل                                                 وهو   الحل 

𝑢(𝑥) = lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1(𝑥) 
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λا كانت  ذ نلاحظ انه إ = 𝑢(𝑥)( فإن  1في المعادلة ) 0 = 𝑓(𝑥)  المعادلة. هو حل وحيد لهذه 

 

 

 والمناقشة  النتائج .3

i. تطبيق طريقة التحليل لأدوميان 

 أوجد حل معادلة فريدهولم التكاملية الأتية  :(1) مثال 

𝑢(𝑥) =
9

10
𝑥2 + ∫

1

2

1

0

𝑥2𝑡2𝑢(𝑡)𝑑𝑡 

   :الحل التحليلي

                                        𝑥2𝑡2   
1

 2
  =𝑘(𝑥, 𝑡)          1 = ʎ             

9

10
𝑥2 =𝑓(𝑥)                   

 يكون لدينا    (4، 3ت ) بتطبيق المعادلا

𝑢0(𝑥) =  𝑓(𝑥) =
9

10
𝑥2 

  

𝑢1(𝑥) = ∫
1

2

1

0

𝑥2𝑡2𝑢0(𝑡)𝑑𝑡 = ∫
1

2

1

0

𝑥2𝑡2   (
9

10
𝑡2)𝑑𝑡

=
9

20
𝑥2  ∫ 𝑡4   𝑑𝑡 =  

9

100

1

0

 𝑥2  

𝑢2 (𝑥) = ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
1

0

𝑢1(𝑥)𝑑𝑡  =     ∫
1

2

1

0

𝑥2𝑡2   (
9

100
𝑡2)𝑑𝑡 =    

9

1000
  𝑥2           

 وهكذا الى ان نتحصل على المتسلسلة التالية     

𝑢(𝑥) =  ∑ 𝑢𝑛 

∞

𝑛=0

(𝑥) = 𝑢1 + 𝑢2 + 𝑢3  +. … ….     

𝑢(𝑥) =
9

10
x2 +

9

100
  x2   + 

9

1000   
x2 = (

9

10
+

9

100
  + 

9

1000   
+ ⋯ ) 𝑥2

=  𝑥2 

   

. ي  ، وبالتال1  يساوي مجموعهاهذه متسلسلة هندسية  𝒖(𝒙) =  𝒙𝟐  

. المنحنى  1إلى    0( منحنيين على الفترة من  1يعرض الرسم البياني في الشكل )باستخدام كود الماتلاب  

𝑢(𝑥)الأول )باللون الأسود( يمثل الحل المضبوط وهو دالة تربيعية   =  𝑥2   ( وتنتهي  0,0تبدأ من النقطة )

حدود من متسلسلة   3(. المنحنى الثاني )المتقطع باللون الأحمر( يمثل الحل التقريبي باستخدام أول  1,1عند )

أعط أدوميان.   حدود  ثلاثة  أول  مجموع  رياضياً،  المنحنيين.  بين  التام  شبه  التطابق  الرسم  من  ى  يلاحظ 

𝑢(𝑥) = 0.999 𝑥2  هذا التطابق البصري يؤكد ما أشارت إليه النتائج  1، وهو قريب جداً من المعامل .
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وأن الخطأ يتضاءل بشكل أسي ليصبح    المضبوط،من أن طريقة أدوميان توفر تقارباً سريعاً جداً نحو الحل  

 . مما يجعل الطريقة عالية الكفاءة حتى مع الاكتفاء بعدد قليل من الحدود  𝑛−10 من رتبة  

 
 . تطبيق طريقة التحليل لأدوميان(: 1الشكل )

 

ii.  طريقة التحليل المعدلة(Modified Decomposition Method) 

 اوجد حل معادلة فريدهولم التكاملية الاتية   (:2مثال ) 

𝑢(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥 + 2𝑥 + ∫ 𝑥𝑡
𝜋

0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 

      لحلا

𝑓1(𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥                           𝑓2 (𝑥) = 2𝑥       

 ينتج ان        (8، 7، 6) بتطبيق المعادلات 

𝑢0(𝑥) = 𝑓1 (𝑥) = 𝑐𝑜𝑠𝑥  

  𝑢1(𝑥) = 𝑓2 (𝑥) + ʎ ∫ 𝑘(𝑥, 𝑡)
𝑏

𝑎

𝑢0(𝑥)𝑑𝑡 = 2𝑥 + ∫ 𝑥𝑡
𝜋

0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡

= 2𝑥 + 𝑥{𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑡𝑠𝑖𝑛 𝑡}0
𝜋   = 0  

𝑢1(𝑥)     بما ان   = ,𝑢2(𝑥)فان 0 𝑢3(𝑥)    ستنعدم وبذلك يكون الحل هو 

𝒖(𝒙) =  ∑ 𝒖𝒏 

∞

𝒏=𝟎

(𝒙)  =  𝒄𝒐𝒔𝒙    

𝑢(𝑥)منحنى واحداً يمثل دالة جيب التمام (  2باستخدام كود الماتلاب يظهر الرسم البياني في الشكل )  =

𝑐𝑜𝑠𝑥     إلى   0على الفترة من .𝜋   عند   1يبدأ المنحنى من القيمة العظمىx=0 ويمر بالصفر عند ،  𝑥 =
𝜋

2
قيمة   أدنى  إلى  ليصل  .عند    1-،  𝑥 = 𝜋  و"الحل التقريبي"  "الحل  بين  فرق  يوجد  لا  المثال،  هذا  في 
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للدالة .  "المضبوط  التجزئة  𝑓1(𝑥)      الى 𝑓(𝑥)  بفضل  = 𝑐𝑜𝑠𝑥     و 𝑓2(𝑥) = 2𝑥   انعدم   الحد ، 

𝑢1(𝑥) المنحنى المرسوم يثبت أن طريقة التحليل المعدلة نجحت  ة.  لاشت بالتالي جميع الحدود اللاحقوت

 .من الخطوة الأولى في اختزال الحسابات المعقدة والمتسلسلة اللانهائية إلى حل دقيق ومغلق

 
 .المعدلةتطبيق طريقة التحليل (: 2الشكل )

 

iii. المباشر الحساب  طريقة  نتائج  )  تحليل  للفصل  القابلة   Direct Method forللنواة 

Separable Kernels ) 

 :أوجد حل معادلة فريدهولم التكاملية التالية  :(3مثال ) 

𝑢(𝑥) =  −8𝑥 − 6𝑥2 + ∫ (20𝑥𝑡2  + 12𝑥2
1

0

𝑡)𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 

 على الصورة    المباشر تكتب نواة المعادلة قابلة للفصل ومكونة من حدين لذلك عند تطبيق طريقة الحساب 

𝑢 (𝑥) =  −8𝑥 − 6𝑥2 +  20𝑥 ∫ 𝑡2  𝑢(𝑡) 𝑑𝑡 + 12𝑥2 ∫ 𝑡
1

0

1

0

𝑢(𝑡) 𝑑𝑡  

 على الصورة    المعادلةوبالتالي يكون لدينا ثابتين وتصبح   

𝑢(𝑥) =  −8𝑥 − 6𝑥2 +  20𝑥 ∝ +12𝑥2𝛽                   

 𝑢(𝑥) =  (20 ∝ −8)𝑥 + (12𝛽 − 6)𝑥2 … … … . .14 

∝= ∫ 𝑡2  𝑢(𝑡)𝑑𝑡
1

0

… … … . . … … … … … … … … … 15 

𝛽 = ∫ 𝑡
1

0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡 … … … … … … … … … … … … … 16 

 التوالي ينتج     على  [16،  15،  14]المعادلات  يبالتعويض ف  
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∝= ∫ 𝑡2  [( 20𝛼 − 8)𝑡 + (12𝛽 − 6)𝑡2]
1

0

 𝑑𝑡

= ( 20𝛼 − 8) ∫ 𝑡3
1

0

𝑑𝑡 + (12𝛽 − 6) ∫ 𝑡4
1

0

𝑑𝑡 

      =
( 20𝛼 − 8)

4
  +

(12𝛽 − 6) 

5
 =   

         5𝛼 + 3𝛽 − 4 = 0 

𝛽 = ∫ 𝑡[( 20𝛼 − 8)𝑡 + (12𝛽 − 6)𝑡2
1

0

𝑑𝑡

= ( 20𝛼 − 8) ∫ 𝑡2
1

0

𝑑𝑡 + (12𝛽 − 6) ∫ 𝑡3
1

0

𝑑𝑡 

=  
( 20𝛼 − 8)

3
  +

(12𝛽 − 6) 

4
=                                                                            

40𝛼 + 12𝛽 − 25 = 0 

5𝛼 + 3𝛽 = 4 … … … … … … … … . .17 

40𝛼 + 12𝛽 = 25 … … … … … … … 18 

,∝  قيمتينحصل على   أنيا (18،  17)  بحل المعادلتين الجبريتين 𝛽  

                                                                𝛽 =
7

12
    ,         ∝=  

9

20
         

 ينتج                              ( 14)بالتعويض في المعادلة 

  𝒖(𝒙) =  𝒙 + 𝒙𝟐وهو حل المعادلة التكاملية المعطاة.      

𝑢(𝑥)يعرض منحنى الدالة (  3باستخدام كود الماتلاب الرسم البياني في الشكل )  =  𝑥 + 𝑥2   الفترة على

 . 1إلى   0من 

 
 .الحساب المباشرتطبيق طريقة (: 3الشكل )
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، وهو ناتج عن تراكب  (1,2)وتصل إلى النقطة   (0,0) المنحنى يمثل دالة متزايدة بسلاسة تبدأ من النقطة

تربيعية دالة  مع  خطية  المضبوط  هنا  .دالة  الحل  يمثل  على    .المنحنى  تعتمد  لا  المباشر  الحساب  طريقة 

التقريب أو المتسلسلات، بل تقوم بتحويل المعادلة التكاملية ذات النواة القابلة للفصل إلى نظام من المعادلات 

المنحنى المرجعي يعكس الدقة التامة للحل المباشر، ويوضح أن الطريقة مثالية وفعالة جداً عندما ة. الجبري

 .تكون النواة مكونة من عدد محدود من الحدود المنفصلة

iv.    طريقة التقريبات المتتالية 

 طريقة التقريبات المتتالية    باستخداماوجد حل المعادلة التكاملية (: 4مثال ) 

𝑢(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥 − ∫ 𝑥𝑡
1

0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡  

ان                                          نفرض 

𝑢0 = 0 … … … … … … … … … … … … … 22 

  :صيغة التكرار التالية  باستخدامتسمح طريقة التقريبات المتتالية 

𝑢𝑛+1(𝑥) =  𝑥 + 𝑒𝑥 − ∫ 𝑥𝑢𝑛(𝑡)
1

0

𝑑𝑡   … … … … … … … …  23 

 نحصل على    23في  22بتعويض  

u1(x) = x + ex − ∫ xt
1

0

u0(t)dt =  ex + x 

𝑢2(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥 − ∫ 𝑥
1

0

𝑡𝑢1(𝑡)𝑑𝑡 =  𝑒𝑥 −
1

3
𝑥 

𝑢3(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥 − ∫ 𝑥𝑡
1

0

𝑢2(𝑡)𝑑𝑡 =  𝑒𝑥 +
1

9
𝑥 

𝑢𝑛+1(𝑥) =  𝑥 + 𝑒𝑥 − ∫ 𝑥𝑡𝑢𝑛(𝑡)
1

0

𝑑𝑡 = 𝑒𝑥 +
(−1)𝑛

3𝑛
𝑥 

𝒖(𝒙) = 𝐥𝐢𝐦
𝒏→∞

𝒖𝒏+𝟏(𝒙) =  𝒆𝒙 

الماتلاب  كود  )يعرض    باستخدام  الشكل  في  البياني  لحل    (5الرسم  المتتالية"  التقريبات  "طريقة  تطبيق 

التكاملية    المعادلة 

𝑢(𝑥) = 𝑥 + 𝑒𝑥 − ∫ 𝑥𝑡
1

0

𝑢(𝑡)𝑑𝑡  

𝒖(𝒙) يوضح الرسم الحل المضبوط للمعادلة =  𝒆𝒙    حيث   .(1،  0) بخط متصل باللون الأسود على الفترة

 u1(x)  تقريبات تم التوصل إليها، حيث يمثل الخط الأحمر المتقطع التقريب الأول ثلاث الرسم أول   يظهر

الثاني  التقريب  يمثل  ومتقطع(  )منقط  الأخضر  التقريب  u2(x)والخط  المنقط  الأزرق  الخط  يمثل  بينما 

الأول  u3(x)الثالث  التقريب  نلاحظ وجود  يهبط. حيث  ثم  المضبوط،  الحل  الثاني،  أعلى  ليقع   التقريب 

هذا  يعود  .ويرتفع فوقه بمسافة قريبة جداً تكاد تكون متطابقة مع الحل الفعلي ليعود التقريب الثالث وأسفله، 
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.الخطأ في صيغة  𝒏(𝟏−) السلوك التذبذبي إلى وجود عامل متناوب 
(−𝟏)𝒏

𝟑𝒏
𝒙  كيف أيضا  ويوضح الرسم

تتضاءل سعة هذا التذبذب بسرعة كبيرة )بمقدار الثلث في كل خطوة تكرارية( حتى تنطبق المتتالية تماماً  

 . على دالة الحل المضبوط

 
 . التقريبات المتتاليةتطبيق طريقة (: 5الشكل )

 الخلاصة

تمثل الطرق التحليلية المدروسة أدوات قوية في حل معادلات فريدهولم التكاملية، حيث يتفوق كل منها في 

سياق محدد؛ فتعتبر طريقة أدوميان الأكثر عمومية وسهولة في التطبيق، بينما تعد الطريقة المعدلة الأكثر  

مباشر تتميز بأنها الأكثر دقة بالنسبة  كفاءة عند التعامل مع الدوال المركبة، في حين أن طريقة الحساب ال

طريقة التقريبات المتتالية توفر نهجاً تكرارياً بديهياً يبدأ من تخمين ابتدائي بسيط    بينماللنوى المنفصلة،   

ويقارب الحل تدريجياً عبر سلسلة من الخطوات المتتالية، وقد أظهر المثال المطبق كيف تتقارب المتتالية  

بر نمط تذبذبي مما يؤكد قدرة هذه الطريقة على الوصول إلى حل دقيق بعد عدد  ع  نحو الحل المضبوط

محدود من التكرارات. إن فهم مزايا وحدود كل طريقة يمكن الباحث من اختيار الأنسب لمشكلته، مما يوفر 

 .وقتاً وجهداً ويؤدي إلى نتائج دقيقة وموثوقة
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Example 4: Method of Successive Approximations

 

 

Exact: u(x) = ex

u
1
(x) = ex + x

u
2
(x) = ex - x/3

u
3
(x) = ex + x/9
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